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Del I – Hvordan vi jobber med 
matematisk modellering og
datasimulering

Del II – Inspirasjon til
problemløsning, modellering og
simulering i skolen



Anvendt og beregningsorientert matematikk
1. Definér et problem/spørsmål og sett opp antagelser
2. Formuler fysikken som matematisk modell (ligninger)
3. Oversett fra få vanskelige til mange lette ligninger
4. Skriv kode som lar datamaskiner beregne løsningen
5. Kjør simuleringer



• Hent opp varmeenergi fra
berggrunnen ved hjelp av
oppvarmet væske

• Forskningsspørsmål:
– Hvordan flyter væsken gjennom

berggrunnen?
– Hvor mye varme transporteres?
– Hvordan påvirkes

berggrunnen?
– Hvilken rolle spiller

sprekker?

Eksempel: Geotermisk energi

Tidene forandrer seg



Eksempelmodell
Massebevaring for usammentrykkbar væske

∇ ⋅ 𝑢𝑢 = 𝑞𝑞
Hvis væsken flyter «rolig» gjelder Darcys lov

𝑢𝑢 = −𝐾𝐾∇𝑝𝑝
Vi kan nå sette sammen til “trykkligningen”

−∇ ⋅ 𝐾𝐾∇𝑝𝑝 = 𝑞𝑞

𝑢𝑢 væskefluks
𝑞𝑞 væskekilde
𝐾𝐾 permeabilitet,
«gjennomstrømbarhet»
𝑝𝑝 trykk



Diskretisering



Diskret massebevaring
Endelige volumer:
• Bevaringslov for hvert kontrollvolum, der 

overflateintegralet er en sum av arealvektede
kantflukser

�
𝑂𝑂
𝑢𝑢 ⋅ 𝑛𝑛 d𝑂𝑂 = ∑𝑢𝑢𝑘𝑘𝐴𝐴𝑘𝑘 = 𝑞𝑞𝑖𝑖

• Tilnærm hver kantfluks ved å bruke trykkene i 
nabocellene

𝑢𝑢𝑘𝑘 ≈ 𝑡𝑡𝑘𝑘 𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝑝𝑝𝑗𝑗
• 𝑡𝑡𝑘𝑘 er gjennomstrømningsvekten for kant 𝑘𝑘 mellom 

celle 𝑖𝑖 og 𝑗𝑗 og beregnes fra cellegeometri og 
berggrunnens permeabilitet

∇ ⋅ 𝑢𝑢 = 𝑞𝑞
 𝑢𝑢 = −𝐾𝐾∇𝑝𝑝

Divergensteoremet

�
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∇ ⋅ 𝑢𝑢 d𝑉𝑉 = �

𝑂𝑂
𝑢𝑢 ⋅ 𝑛𝑛 d𝑂𝑂

𝑖𝑖



Kodeverktøy
• Åpen kode tilgjengelig på GitHub
• Funksjonalitet for å simulere multifysikkproblemer i

oppsprukne porøse medier
• Muliggjør gradvis utvidelse og reproduksjon
• pmgbergen/porepy: Python Simulation Tool for Fractured 

and Deformable Porous Media

https://github.com/pmgbergen/porepy
https://github.com/pmgbergen/porepy


Del I – Hvordan vi jobber med 
matematisk modellering og
datasimulering

Del II – Inspirasjon til
problemløsning, modellering og
simulering i skolen



Hva er spørsmålet?
• Modellvalg avhenger av hva

man prøver å finne ut av

• Også for kodetesting:
– Hva skal denne koden gjøre? 

(dokumentér!)
– Test at den gjør det!

• https://github.com/IvarStefansson/
laerernes_dag

https://github.com/IvarStefansson/laerernes_dag
https://github.com/IvarStefansson/laerernes_dag


Hvor er feilen?
• For mer avansert koding er 

“avluseren” (debugger) blant de 
viktigste verktøyene.

• Stopper programmet underveis i
stedet for å skrive ut verdier til
terminalen.



KI?
• Kan automatisere enkel koding
• Kan også gjøre kompliserte oppgaver
• God på å forklare kode og finne feil

• Bruke KI rett eller stritte imot?



Eksempel - oppvarmingskostnad
Definér et problem/spørsmål Hvor mye sparer vi på å ha varmepumpe?

Sett opp antagelser Effektfaktoren til varmepumpen er kjent
Strømpris gjennom vinteren er kjent
Oppvarmingsbehov er kjent

Sett opp modelligninger Spart beløp = installasjonskostnad – (beløp uten pumpe –
beløp med pumpe)             detaljer neste side

Diskretisér Del opp i tidsintervaller (tidsdiskretisering)
Skriv modelligninger på diskret form

Implementér Skriv kode som svarer til diskrete ligninger

Kjør koden for gitte data Strømpris og oppvarmingsbehov for hvert tidsintervall
Effektfaktor og pris for varmepumpe

Tolk resultater/svar på spørsmålet Se når man går i null
Lag graf som funksjon av tid



Varmepumpemodell
• Spart beløp = installasjonskostnad

- (beløp uten pumpe – beløp med pumpe)
s = I − 𝑏𝑏𝑢𝑢 − 𝑏𝑏𝑚𝑚
𝑏𝑏𝑢𝑢 = ∫ 𝑝𝑝 ∗ 𝑒𝑒𝑢𝑢d𝑡𝑡
𝑏𝑏𝑚𝑚 = ∫ 𝑝𝑝 ∗ 𝑒𝑒𝑚𝑚d𝑡𝑡 = ∫ 𝑝𝑝 ∗ 𝑒𝑒𝑢𝑢/𝑓𝑓d𝑡𝑡

• Hvis oppvarmingsbehovet= 𝑒𝑒𝑢𝑢 er 
kjent og 𝑓𝑓 konstant er vi i mål. 
Alternativ: Kjent temperatur 𝑇𝑇, og pris 
og varmebehov avhenger av 𝑇𝑇, f.eks.

𝑒𝑒𝑢𝑢 = 𝐻𝐻 𝑇𝑇 − 𝑇𝑇𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
𝑝𝑝 = 𝑃𝑃 𝑇𝑇 − 𝑇𝑇𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑠𝑠 – spart beløp
𝐼𝐼 – installasjonskostnad
𝑏𝑏𝑢𝑢, 𝑏𝑏𝑚𝑚 - beløp uten/med pumpe
𝑝𝑝 – strømpris
𝑒𝑒𝑢𝑢 – effekt uten pumpe, samme som 
oppvarmingsbehovet
𝑒𝑒𝑚𝑚 - elektrisk effekt med pumpe
𝑓𝑓 ≔ 𝑟𝑟𝑚𝑚

𝑟𝑟𝑢𝑢
 - effektfaktor

𝐻𝐻 – husfaktor (isolering etc.)
𝑃𝑃 – strømprisfaktor (grov tilnærming av 
temperaturavhengighet)
𝑇𝑇𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 - referansetemperatur



• https://github.com/IvarStefansson/
laerernes_dag

Kode og resultater

https://github.com/IvarStefansson/laerernes_dag
https://github.com/IvarStefansson/laerernes_dag


Eksempel – væskeflyt
Definér et problem/spørsmål Hvordan flyter væsken gjennom berggrunnen?

Sett opp antagelser Trykkvariasjonen er lav nok til at væskens tetthet er konstant
Strømningen er rolig (ikke turbulent)
Berggrunnen har porer/sprekker som tillater flyt
Berggrunnen endrer seg ikke
Vi kjenner gjennomstrømbarheten/permeabiliteten

Sett opp modelligninger Massebevaring
Darcy’s lov

Diskretisér Diskret trykkligning
To-punktstilnærming av gjennomstrømningsvekten 𝑡𝑡𝑘𝑘

Skriv koden Kode som svarer til diskrete ligninger – vi bruker PorePy

Kjør koden for gitte data Se eksempel neste side

Tolk resultater/svar på spørsmålet Hva er trykket i injeksjonscellen?
Plott trykket



Eksempelsimulering - væskeflyt

Kildeledd Injeksjon cellen øverst til høyre (𝑞𝑞 > 0) 
Produksjon i cellen nederst til venstre 
(𝑞𝑞 < 0)

Randkrav Spesifisér trykk eller fluks på randen. 
Her: 𝑝𝑝𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 = 20

Domene Ofte et rektangel, her enhetskvadrat

Permeabili
tet

Verdi for hver celle. Her: 𝐾𝐾 = 1 på 
venstre side (𝑥𝑥 < 0,5), 𝐾𝐾 = 2 på høyre 
side (𝑥𝑥 ≥ 0,5)
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